Compact gradient tracking in shape optimization by Eppler, Karsten & Harbrecht, Helmut
 	

 

 	
 
  

  	
	
  
 
  		
   
  	
 	   
 
 
  

 	 
  
 
   

 
      !
" # $%



& '
(
)"	 * #

  

 !
 +!   "!
, -  -./ 

 0 1
2   # 3
3%4 1
(
)"	 *!#!#
 
 
 
W I A S
  	 
 		 3%5
6 3%"
6 78$46 71
6 3%16 797#
 	  		      6   : 6     6
 Æ        6   #
  
  !
 	 "
#
	 $
%
 $
  	
 & ' (!$&)
*
 +,
-  

.

/0 1 , + ,-
 * 0 22 
3%   

   0 2044%%%%   
4
    	
 	  
	    	 	

       
     	
 
	 
 
 

  

  

    	 	 !

 " 	# $  	
  	   %#
$    
$  
 &

 
  
	  
  
!	#     

 !


   
 	 	 
	
'   	 		         

 
 %   	
      
 
  
   	
  	 	 
  		  	!
 (	 
 
 	


 	
 
  
 	 

$  	#  Æ  	    	
 	 !
 )
$ Æ
   
 	 	   !


  
	 	 
	
 	
&2 2  5 
   6	   
 2
 "  
 
 
 
	 
  
	   
2

 *
 2     
 22  
7 2 	  
 		 
 

  
  2  
 "   	 2 7 
  "	  
 
  5 
 " "	
 
 8
    "     
7  9-7 :7 ,;7

  "
  
 2 7  "% 
  	 
  "  
 7

 
    
  
 
  2 "   
 <    
 
" 8
  
 "  	
 

	
 	 2 	        
   2  	  

 8/ 	 
    < *  2' 
7     
 =  "  2
(<>) 0?
 



  ( )( )

   
"
%   2 	   
 
() ? (

)

 

() ? 



7 % 

    

"	
 
 @ 
 2 	  "  	 
 " 	 2 
  "	
  "
  

 	7 % "   9:7 ; "   2  
 A	  A% 
 97 B7 7 ; "
2  5 
 2  
 
  C%7 
 	 D   2
 
 
5 

 
	 "  2 2  
   7 " /2   
  
    
"  
  

  
5 
  

( ) ' 
 2 =  
 
 
  " 
 22 9;7   
"  2
 22     
2  
 	7  7  
  
  22 


 	  	
   
 22  
  
 
 %  	
  
 2
 
 
  
5  2  
 
  2 C 
 $ 
  2
 	 %
2  2
 "  2 C 
 "  
  
 & 
 ' 
 2
"	
 
 %   
2 
   
 2  %7  9; " /27  
"     2
 "  	
 
  
 8 
 2  2 5 
 	  
   
 "   =  "  2 

 ( )

 E2 
"  
  2  
 	 
 Æ 
 " 
	  7 
   

 
 	 " 
	  	 
 %  "   " 2   
 
 
   ' "    " 2 	22 =      
 

"  	
 "  	 " 
	   
F	 
	   2 
 6	 " 2 	 227   9,7 ;7 % %
2 Æ 
   "   2  2 2  5 
 2 
  

  " 2  
 ' 
 "	
 
7   
 
 "   6	 

  6	  "  2 "	
 
 
    
7 
  2	  	

 
 6	 
 G 
  " 	
 
     	
  

6	 
7 %  
  Æ 
 
 	   2	  2 "	
 
 
  
 
 !
 2 	7  	 " 	
 
 6	  
    5 

"  " 	
 H 	 2 
 
      
	  
 
  
 
7

 	
 
  	  2/  2  8
  

7 
   
7 
 " 
 "   
   5 % 	
 

H 	  '  2 
 	 7  
  % "   
  
7 "		 

 222  	 5 
 
 6	     22  "  2
  "
2 C7 222  
  8
  2  %
 	 5 
  
 
2 " 
	    "  	
 
 2 C 
 %  2  
 
	 
"   
H 22   
 5  "% !
 & 
  %  
	  
  2 	 
	 
 
5  2 	
 
  
 !
 2 	7 % 2   C 

"  2 "	
 
   27 %   2   	 "  2 2  5 

2 $ 
  9;7 % 

 /2 

 "  I 5 .' 
 	 
 
 2   
  
    
/      
 !
 & 
  % 
  
Æ 
 	 
 "   
   = 
  "	  	
 
 	

	 2  	
  
 6	 
 %    
	   	


       

 
  22   5 
 !

& 
 +7 %  	 
	   %  
8  % 	  
 8
 
  "
    
   " 2 2  5 
 2 C%7  	
  
     2
 "  2  5 
 2 	
 
  

!
  "% 
7  
      2 	 " 
  	 	
2 8 

7 
   	 % 
   
  	
   	 2 " 	7  
2

 " 2
%   
 	  2
 
 F 	7   	   8
  	   7 
   	 
   	 
   	
 
	   			 
  	
 
 J <    
 
7 
 ?  +7    2 


 
 %  	
 K 0? < 
 	  2     <7    	 
H 	
 "   %   
  L 0?     
   "% 
 2

B Σ Γ
	  H  
 <7  2   7 
  	
  K 
 L
2  5 
 2
() (<) ?


 

( )

( )

   
"
%     8  	
 	 2
()
M ?   
 <
 ?  
 K

 

    
 "	
 
  	22 

  

( )7    

(	)7 
    

(	)
"     ( )7 % 	  < 
      7  
    <  
	 "      
 <7  "	
 
 


  /
  

  

(	)
	  

	    
  		 
 	 
Æ
(K) "  Æ  
% 
 9-7 B; 
 
 
  	 
  K (L)  

(

)7    

   %  2   	Æ 
   
  	
 2	 
 8 
 
(+) (<)9; ?
 





(  )






 

C 
7  "	
 
   
   = 
     
 L7   
 

9 ;( ) 0?  
  

()  
  

()





( ) 0?  
  


()

( )   
  


()

( )


  =	2 "  E   
 	

  "  "	
 
    	
 L
H
7   8 "% 
 
  
 2
M ?  1M

 
  
9; ? 





?
( 

)



 L()
M ?   
 <  
 ?  
 K
F" 	7     6	 
  ( @ 

	 9:;7 " /2)
M ?  





( )

( )

 
 <
 ?  
 K
% 

      "	
 
 "    7   

?  
  
 

?  

 
 
  7 "	 
 ()    222  "  
	  	 
  
*
   !
   
5  2 	
 
  
 %  
'   2 C 
 H"7 % 6	   
  2 		 % 
%  8 "	 
 H 	6	
 2 		7  
 	
   
7
 
 2  
 9-7 B;   
  % 
 2 		7  
  

 2	 
 "  
  (*	 
 & 
) 
  2  (&'%'  

N )7 % "   " /2  *	 
 & 
 97 B;7 @ 

	 9:;7
&'%'  
 N  9,;7 E"	 
 N  9:;7 
  "
  

  
	  "% 
 
 
 H 	
  2  
  
 
%   
 
0? 

     
 
0 

  ? 
C 
  
  6	7

   
  %  2 
 
  	
  2 !
 2 	7 "
 2 
      
 
 
 


     	
 

  0?   
   	 <   

"  8/    ( ) "  
  	

2	 
 		7  
 
  <   

"  8  		  ' "
 2  7 % 	22   
 <    2 H
7 % 
  
 "   %  
"	
 
7      	
  
 
 %  K ? (

 ) 

  0

    7 %
   

()    2   "	
 
 %    Æ    
  "	
 
    

()
 
   
 " 2	  
 <


 	
  K

7 2 7 8

  

(

 ) ? (

 ) 1 (

 ) H  
 
 "  2
 22    2
 
 "  2 2  
  
 2  
 H  7 7  2

    

7 
   %  
 " 

()
!
 
 %   2 	 	 
7 % 8
 " 	 2 	  
   
  
( ) ? (

 ) 

  

() 



 
? (

 )


 


 
? (

 )(

 )
  

 

"      K O
6	
7  2  
 (+)   
 2   

(:) (<)9; ?
 
 
 
  



(  )



H 2 C 
 8
  
 
		   
 " 
 
 
(K)
 
(K)7 



(<)9
 
 

; ?
 
 

 


	
(
 )
 



(  )


1 
  



 






(  )




1 
  

 


9

;



(  )







9

;



(-)
" 9-7 B; C 
7  
 
 

     	
  
  
 " 

  ? 


 
*7  ? 9

; 
  ? 9

; 
   2    "  

   = 
7   "  	
 	 2
(B)
M ?   
 <
 ? 




 
(  )



 K


M ?   
 <  L
9; ? 





?
9

;



 L(,)
 ? 




 






 K

  
 	  	  	 	 	     	 	 
 	 	         	  	  ()  
()
(<)9;?
 




 


( )9;( ) 


(<)9
 
 

; ?
 


9
 
;9

;1 
( 

)

9
 
 

; 
  	     

 ? 

9
 
 

;         
 	  	         
()
M

 ?   	 <


 ? 
 




(  )


 

 
 
9

;


 
 

9
 
;


 
	 K
 9-;     
       	    
+         /7 % %   
 
 2 C 
    
  
 <
	
7   7  8  
 
  

(<
	
)9; ?   "     

() O
6	
7  6	
     
  
 


  
 %      
 <
	
     
 
  

 2 
()



( )


	  
 K
  ! 
 	 ()       	 	   (  )

	  	 K 


	  	   P  K          K  	     
  	   	 <
	
 
! $	  

	  
  	 P  K %  

   	 H
7  
 
  
   
 <
	
   
  () 
 	   
	 E   	


  
  K7  	
 6	 
 
	 
 22 " 

 	
  (" C
#

 9,;)
 2       
 
H 	 
 ( )

	  2
   
 
 "    "  %
2 27 2 7 
 ' 
 
 !
 2 	7   %	  2 9; 	 
"     7  (B) H	7 % 	22 

	  H
7  
  	   

<
	
   
  J 7  2 C 
  2 8 


(<
	
)9
 
 

; ?
 
 

  

 
9

;



(  )


(+)
    = 
  2     ? 9; (,)   
	
	
 
  
  K O
6	
7 2 
  "	

 	 
 ( ) "
 J2 
7  
 
() ( ) ?
	

 


     " 
 ? 
 

 
  " 
 ? +
 = 
  2      8
() ( ) ?
 

( )



()

     <
	

H 
/ 	      
    
6	
 "   
   ()
  " " ( )

?    	 K #  
  $ 	   	 
	
 	 
(:) 
	
(

 ) ?

(

 ) 
	

 
(

 )


    
  	       
	
  
 
(K) %	    	 

(<
	
)      
  	  	 
 
(K)
 
(K)  


(<
	
)9 ;  
   	 

!  % 8   
  "   
 2
 
 "  2
C 
  
 () 
   <
	
7   
(-)
 


( 

)( )

9 ;( )   ? 
"      G 
 ()7  "% 
 
"    	
 


( 

)

9 ;  ?
 

 



9 ;( ) 
?
 



9 ;

( ) 
 

C
7 (-) "%    " () O
6	
7 %      
 


(<
	
)9 ; ?
 

9;( )

 
F 
  9;   
 7 % 
	  9; ? 
  %

   2    	 
	

  	  H   2    
 
 7  " 
	
    7   9
	
; 	 
 
 
6	


(<
	
)9
	
 
	
; ?
 	  9
	
; 	  2 7  " (  )

  

(K)     2    
 
 7 
	
8
  	 2	 
 " <
	
%  
  
 
   
 %  2
  =  H"7   /   

 "  "  
  
7 
     	   "% 
 /2
#  $  	 
 

0?

(  )    

0 

1  

! "


 "  
      "  	    0?  
 
 

	   	  	  	  & 	  
          	  

'"  (    	  ( 

) ? "

(

1 

)
& 	  ()  ) 	  ( 

)    	 
( 

>  ) ?
	
 (

1  

)   

1  

 
    ! 

1  

 "
*		 	  	  

    	  	 	   ( 


) ? ( 


) 
  "

 "
 
  %   	 
	
	 
 	 	     	 
 	    	+ 	        	 	
 2 5  
    
 <
	
  
  	    
  5 " 
 
 "  2 C 
     
 
(K)  7    

(<
	
)9 ;  



	
7
" 97 +7 ;  %  % 
/   2 C 
   2 %    
 2     
 
(K)    
 
   87  
2

 " % 
/2 
   
 

/   


  % &     

(K) 	     	 
(B)  0 
 
(K) 
 
(K)  0?   


 
(  )

  	 	
! $  
 # 0? 


 

() %  %  ? # E	  	 "
H  9+;  *5= 
 &2
 ' 9;7  	 2  
 2    
 
		
" 
 
(K)  
 
(K)7  
 #   

(K) "     
  & %  	
Q 0 
 
(K) 
 
(K) Q() ?
9;


     
 
(K)   (B) 	 () 	  ,		  9;  

 
(K)   ) 	        
! !   % '
%
7   E    	

 2  0 
 
(K)  
 
(K)
2   
 E    9;

?    
 
(K) 
 
		   	


 9; ? ()   
 
(K) .
R 2
 
 "	  
9;( ) ?
 

( )
9;


()


 

( )


()
9;()

     <
	

%  ( )  
  () & 
  ('K)  7 
    
"   D
  

 
9;( ) ?
 


 
( )
9;


()


 


 
( )


()
9;()


%  '
 
 
(  ) 
 
 
(  )

() '2   	
  
 9
 
(K);
 


9
 
(K);
 
"    
 L7 2  C
 %   












 
	
 /
 

 
(  )



	

()

 
	
1/
 





 
(  )


()






 
	




	
  


	

%   2   
 
	  "
 0 
 
(K) 
 
(L) () ?




/7 % 
    22 

 0 
 
(L) 
 
(K) ()( ) ?
 

( )


( )
()



  2 O
6	
7  
  % " ()7  
  	

  "  = 
 
2     2	 



? ( Æ )()
%  
     
 
F 	7  2 C 
 (+) 8
  
 
		   
 " 
 
 
(K) 

 
(K)7 

(,) 

(<
	
)9
 
 

; ?


 
Q(

)



	

$ 
   J  
 : % 
	  8
 	
(
 ) %   	
 0 
 
(K) 
 
(K)  ? 
	
Q 0 
 
(K) 
 
(K)
        	 <
	


 * & 	  	 K       	    	 
   	   	     	  0 

(K) 

(K)     
H  22  
  2     2
 "  2  5 
 2  "7 %   
2  5   
	 "  2 C 
       

 +,	
 -
     (
. !
    
 
  5 
 2 8
  () 
 ()7 %  ' 
 "   
 2 

<
	
 " 

() (<
	
)9; ?  "     

()
!
 
 %  9; %   
	  I 5 .' 
  "  

 

6	 
 () H   
7 %   	  
   2  
 


    
  
  " 2   
 (:) 7 
 


  
 8/   
 8 %  2    "
 
 "  %7 
9; "   
J $
 
 $

     $


  8 % 2  
   
  
 

 
   
5
2
&

? 2
$
 
 $

     $

  

()
!
 " 
  (8
   
 
)  
 <


    "	
 



(

 ) ?


 
'
 
$
 
(

 )

    
% 
 2 ()    8
   
 
 	
20
() ' 
	

  &

	  (
	

)9; ?  "     &


	
       
 
  
   %   8
   
 
 2  5 
 
 2
() (

)  
 

  &


$ 
  9; %  
 
 22/  
     
  
 
 
 
()
22 
    22/  
  
 &

7   

	

 
	



 	
   
"






 
	



 	

2    2 C 
     
 
(K)     2   
 <
	

& 
     
    2
  
  2 	 	 
7 % 

 /2 
 

 "  	 
 " ()   	 
 
	
"    
 2 2  5 

2 () H  %   
8  	 
	  	7  & 
 +
 	       	 
	
 
    #/ H 	
 	 2 () 

()      
  2 " 
    2  5 
 2  
  	
 
 
  
  %  D
  
  
  	D " 
 
 
	   
	 
 "  
%  
 F
 % 	    "	   

	
 	 2  	
  
 6	 
 H  "	 
   

  
	 
  %
 2
  %

 " 

(+) M%

?   
 	
    

   
   6	 
 () H  %
 2
    	22
  /2   '
%
  '  
 	 
	  /2 ( & 
 +)  2	 % 
	Æ 
   	  2 5   %
 2
     2	

 
  
 

*' 
  
5
()  ? %

1 (
  
  2 " ' 
  
  "	
 
 (  " 
  "% 
 E  
2 "  J2 

()
M( ?   
 <
( ?  %


 K
F
   
7 " 2	 
  = 
   (" ())7 % '  
5
 ? ) 1 

(%

 

)
 

H
7 %  ' 
 "  
  "	
 
 )  " 
  "% 
 
  

2
M) ?   
  
9); ? %

 



)



?
(%

 )



 L(:)
M) ?   
 <  
) ?  
 K
%7 %    2	 7   
  = 
 7    22
 
 &	 
 +
   .01   %    	Æ  '
%  O	 
"   
   = 
 
  	
  L 
 K  2	 7  "	
 


   
  
 6	   	  
  "  2  
 (+)7    

  	  
  "  2 "	
 
 ()
C%7 	 
  .	  % 
 




  ?
 



  1
 







 

 


  ?
 

  1
 






 

2 
 
/ .
R 
 "	 "    
  %
 2
  %

 
 

   ?
 

%

 1
 

%




 
%




 

H"7  
 
   
  7 % 
	 
(<) ?
 

(%

 

) 1 



 1
 


(%

)


1 (%

 

)




 
? ( ) 1
 


(%

)


1 (%

 

)




 
(-)
C 
7 ( )    

  
2

 "  	  
 < O
6	
7 

 O	  "     8/ 	
 L    2	  2" 
 
 
+ '
 2
 #/ !
  % " () 
 (:) %  2  
  
M ?   
  
9; ? 





?  
 L(B)
M ?   
 <  
 ? * 
 K
  
% %      ?   
  " ()
 ' " 

 
 % 	  
  6	  


 

2 
  
  <   
 
	   	   

7     

7  ) 	 
  
	


   	  

%  2   	
 
PS   KL 
(

)( ) 0?
 

( )()


(

)( ) 0?
 

( )


()
()


(
	

)( ) 0?
 

( )


( )
()


(

)( ) 0? 



( )
 

( )


()
()


    S
%  "	

 	 
 ( )   8
   
 ()   7  
  2


/7  2 %  2  
 	
  
 
		 22 
  
  "


0 
 
(P) 
 
(P) 

0 
 
(P) 
 
(P)


0 
 
(P) 
 
(P) 
	

0 
 
(P) 
 
(P)
%   
   "  / 	
   2      
 2
2
/7 %  
	    

? 

7 

0? 

7 
 

0? 

 H
7 %
8
  "% 
  
 6	 
 %  2  





1

*




	




1
	



? 


 L










*1 



1 



?  
 L




1






*1 



1 



?  
 K

 %  2  



(

1 ) 1



1
	


(

1 ) ? 

1  
 L




1


(

1 ) 1 

(

1 ) ?  
 L
$ 
  2
 
  
 6	 
 
 
 
     




1 
	



1
	



? 

 1




	


 

* 
 L




1 



1 



?



1


  

 1

* 
 L(,)




1 



1 



?







* 
 K
 
  
 3
 /7 %  
	  2	 2 0? 
 
(L)

 
(L)
 
(K) 6	 22   2	 

(

 

 

)


0? 





	
1 




 
	
1 




 
	
"  (

 

 

)    	7  ' 0    7     
 " 8
 
'

(

 

 

) ((

 +

 +

)

?




(

+

+









	


	





























	

	

	
(+)
!
	 
   
 "	
 
 , 0    7
, ((

 +

 +

)
?




(

+

+








 
	



 1





  

 






*






	

	

	
(+)
   
 "	 
    
 0
&' (

 

L

)    	 
(+) '

(

 

 

) ((

 +

 +

)

? , ((

 +

 +

)
"  ((

 +

 +

)   
  ! %   	  '( )  (+)    -. 	  	 
(++) '

(

 

 

) ((

 

 

)

1 





	
 (

 

 

)



   <   	   !    
 ? 
!  

? 
	

% 
	 (



 

)


	
? (
	



 

)


	
 C
7 %
  
'

(

 

 

) (

 

 

)

? (



 

)


	
1
















 







	

	

F 
   2

 0 
 
(L)
 
(K) 
 
(L)
 
(K)

 0?











  2   8
 7 % 	   
  

(



 

)


	
 





	
"  

  
 
(<)

 
  !! %   	  '( )  (+)    	)     <  
	   !    
 ? 
! $	  (
 	

 
 	

 
 	

) (
	

 
	

 
	

)       
  
 2 
 (B) H
7  
 ((

 +

 +

) 0? (
 	

 
 	

 
 	

 
	

 
 	

 
	

)   7 
.T 
  
6	  ()  2  (

? 
 
 +

? +

?  & 
  	
 

"	
 
   
   
 < 
  8 
	 E   	
 
  
  K7
  "%  
 ?  
O 
 
 J  
     "% 
 

 !" %   	  	 (+)    	   	 (

 

 

)  
   ,   
	
    <   	   !    
 ? 
! H   
 " '( )    	 
 
		 
    
  
 

%  J  
     
  
=  C
7 
 
	 / 
 

	
 6	
 "  	 
   I 5 &	  
  	
 
+ & 
    
 "	 
    % 	
"	   
7   	Æ  /2   
 
		 2 %   
    


5 "	
 
    5 


 2 %  

 
5 "	
 
    5



 

 H   
7 %  
	 	   
	 
 "  	
  L 
 K7
%  % 	22       5   E    %  
	 

 
 
 
		 2 %   
 (   
) 
5 "	
 
 $


0 -   M

  
	

  % 
  

  2 %  

 
5 "	
 
 .


0 -   



   
  
	 
 "  	
  P (P   LK)   UM

 U

7
PS   LK
H
7  
	 
    
4

?


(

$


 $


)


	


 	

?


($


 $


)


	



5

?


(

$


 .


)


	


 '

?


 

($


 .


)


	


(+)


?


(

.


 .


)


	


 

?


(.


 .


)


	



%  
 PS   LK7 
   
 ?


( .


)


	


  ?


( $


)


	


  ?


(* $


)


	



%  
  "% 
  
  " 6	 

(+)


4

5
	

5
	

5





5











 

 



?


4

5
	

'
	

4

5

1'



5

6 6 5

'






 


	
 


	
 




 
 
  
 

 
 	
 

	
 

 2
   

 
 2= 
 "
  
     
 
(L) 
    
 
(L) *   
 
(K) 
    2 "
 
 2 %  

 
 (  )  
 H %7 % 
 22 " 	
 


 6	    	
  
 2 
    
   "    

 
  " 6	 
 (+)
$22 
 
    "  .' 
  
 2 
  $	 
 
   '    "% 
    

 
  2
   5 

(
 !$ / * 	        	 	  L 	 K 
   	   	  (+)  (

 

 

) 	  -+ 	  	 
(


 


 


) %	      
( 

 

) (

 


 


)

 
	
 
	
 
	
  *







	
1 




	
1 




	

	   	 *
 
7 %  
	
   	 
  Æ 
 	 
 "   
  "
6	 
 (+) H 2/  " 2	 
  	 
     6	   

     
 22	 $22 
 " 	
 
 
 6	
 2/  
  	 
   	 %  / 2 
 (97 :7
-;) %     
  
 
 %   % 2
  
 
 (9;)   
	 
 "  
   2/  % 	 2  
    
 	 " 
	
 
 .' 
 
: #


 # I 7  
   
   
 2 "  2 2  5 

 7 % 	  2
   
    7 ()  2	  
  () 
 ()  2	  = 
  %7 %  2 "  22/  
 
    2 "	
 
 
    
  ' "  2   % 

22/  
  "  %
 2
  %

(+)7  7 % 	      '
%


 


 !% &   ,	 	  %

 (+)    	 $ %	
  	 	 	   	    	 	  
    $  	    + (*

) 	 (*

)  
! !
 
 %  (-) % 8

(<) 

(<) ?




 

(



 





) (

 


)
%



1 (%

 

)(

 


)
 





E	 




 





? (


 

)(

 


) 1 

(

 


) 1 

(

 


)
% 
    8  




 

(



 





)
 




 


 




	


 





	
1 




	


 




 
	
1 




	


 




 
	
? (*

)
 
	7 % 8





 

(

 


)
%




 




 

 




 
	




%









	
? (*

)




 

(%

 

)(

 


)
 




 

 




 
	
%

 




	
? (*

)
%  % (<) 

(<) ? (*

)
 ' " 

 
 %  

0? ( )


 +

0? 

7 %  



 +



  
	  22/  
 J '%   7 % 
	
(<)9;

(<)9; ?




 






+

 


+








?




 




(


 

)(+

 +


) 

(+

 +


) +

(

 


)






 



	
(

 


 +

 +


)


	
1 (


 +

 +


)


	
1 (
+

 

 


)


	

C 
7  8      
(

 


 +

 +


)


	
 

 





	
+

 +





	
? (*

)
H 
   
(


 +

 +


)


	
 





	
+

 +




 
	
? (*

)

       7 %  8
   2" 
+ 	 
H 
	  /2 %     	  
 % 2  
 
 J      
(  ) 0 

1  

!  



0?

(  )    

0 

1  

! "


 "  

   2 %    / *

? " 
 *

? " H "	
 
    	22
  "  @ 
 6	 
 M ?  ?   
 < %  
	 E   


?  ?  H "	
 
 

  
  

(  ) 0? 

 

 &    /2 7
%  
" (

) ?  "  "   
 	   2 

  
  5 "  2
	
 
  
   2
  6	 
 % %  /2   %
 2
 
%

? (

1  

)
 7 %  '   " 

 2   
 O   2	
 2 "	
 
 
     5  
  
  "   2 %    / 
*

?  
 *

? : 
   8
   5 
 H
7 % 2	 
 %  
22/  	 
 	
 	  	 (/

 )   	 "
 	 H
	  2   
  	 + !
 "7 
  	  
 6	  22/  

 ( 
      
) "  "	
 
 
    
7 2 
C
7  Æ	   
  
	  2  5 
   	 	  ' " 	
 
102 103 104
10−12
10−10
10−8
10−6
10−4
10−2
a
bs
ol
ut
e 
er
ro
r
degrees of freedom
functional error
gradient error  
	  ! E " " 	 22/  
 
/7 %   8
  	
'
%
 	
  
 2  5 
  H

	 	
 6	
 "  2 	
 
  
7  

       	 "
 2 
 
( ) 
 "  7  7 ' 
 
(<) ?


 


( ) 

( )


1 ( )

( )

   
" 
C%7  
 2
  	  "  
 
 
 " 22  
  
 7 A	 

  
 
 7 %  
	  
 
   
 	 
 

& (<) ?
 

  ? &


   %  22  *  
 @ 

	  
 9;  2	 
 22/ 
  
 "  	
'
%
 	
 K  
  " &

? 

0 +

0 +

0 

0
 	 
  8 ++ 	  "6	
  
  2 %  

 
  
 	
 
 
 2 	
7 2  H 
 
 2  5 
 2   
 
 $	
 J
 
 H 
   
     "  6	  %

 %  6	   
 7 	2    
 .& 	 % 	 2 
7
  9+7 ; "      %    
  
 (  ) ? ( ) % 
	 &

  
   	 
 2"  6	  %
   
 H 	 
 "
	
   2  
  	 ++ H  

 	
 2
   2
%  &

? 

 0 %   	 	
 2
  &

? 

 0 2 7
%    2	 " 	
   
 22/     2
 
   
 	 !
7  	 5 
  
  "   
 

(K) 
 
 
22 7      22  
 2 
 2  *  
 @ 

	  
 9+; $ 

 
−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6
−0.5
−0.4
−0.3
−0.2
−0.1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
	    O2	 " 	
 
  
	 "  2 C 
 "    
 = 7  2 
 
(K)  
 

 
 " 	 2 
 "  %
"
;
< =# ,   )# >0# ,    :    ? @ 
A       #    %	7$%%6 $#
;< "# =  "# +#     :   #   $3	4

-4$36
#
;$< "# =# 2 /      B     Æ        
      # 
      
    %76 8#
6 %-

6 #
;3< # =6 B# B   C#  # ,   9 :   ' 
):  - 2 ,A )  6  !"   #$% &'( 6  D
  " E# 8# #F#
;< # =  # 1# "/  #   6 7$	$
-$336 
%%#
;7< "# =  E#+# > # 
	  !	# "6 +6 
#
;&< 1# )# '         //     0#
)				   *)+  	   ,-.6 	7$-&46
#
;4< 1# )# 2       :  / ') # / 0 
 	   
6 
	34&-
76 #
;%< 1# )  B# B #  2  20   / ')"# "
123114 '5 66 $#    2# "  #
 
;
< 1# )  B# B # )Æ         #
& 
3" 7286  '6 3#    # 8# "#
;

< 1# )  B# B # ,  G)"  ')"   20# & 
3
" $176  '6 #    8# "#
;
< 1# )6 B# B 6  C#  # 2 ,/    20# & 
3
" $1$26  '6 #    " E# , 2#
;
$< +#)# (6 # "  "#B# # " ,-#   +  6 8 H!6

%4
#
;
3< ,# (    E# 9# 9  ,:# 96 6 
%%$#
;
< +# (  "# " # ,    //     
 #    7&	$
-6 
%%3#
;
7< B# B   C#  6 / (!     '  ):
  -   56 " 
;6 474<13$ '	 5	
=

- !6 6    " E#  # ,#
;
&< E# B   +# 8

!# ;  > 0  	 
 : 	:  # 6 ,  6 
%%7#
;
4< # B  (# I          #    
    $7	$-$%6 #
;
%< J# B

# ' 		 0 ? " )+ ,	# 6 8 H!6

%4$-4#
;< =# J!  2    2  =  +  $=  J "
   # 	 0  	 3%	33
-3736 3#
;
< I#(# "0K  9#2#  !/# ' 0 	  		 0 +
0	# +6 ' 6 
%4#D"      "  6 $# +
/  +  +# '   J  "	 + +   #  6
$33 # D
%4FF
;< '# "  2# +#  	 - 0 @	 , +  6
2A6 
#
;$< '# "  2# +#  0  L    #   ;
  $7	

#
-

#6 3#
;3< G# "  E# #
M
)  M  K  #  ,- 'A	
 :  ,-   
 0  6   E# ,M6 J # 8  ,
#  # 3
6 I6 '6 3-7 D
%&7F#
;< (#B# +  # C# 20        	 C   #
   
  4	%%&-

36 
%%4#
;7< 2# +# , 	 	: 0  			# 6 8 H!6 
%4$#
;&< C#  #  	93  &3 >9		B 			   -
?
=
	: :C 	- !:		# '#(# 96 6 
%%4#
;4< E# # =@          /  # 
;  ,- 	73%-74&6 
%4#
;%< E# ! !  E#+# > #    
 ,-# 6 '6 
%%#
;$< B# 9# ' 0 0 		# '!

 6 ' ' 6 
%4$#
;$
< E# !# " )+ DA	# , ./  +  6 ,6 
%4&#
 	
